
������ ���������� �� ���������� ����� 

����� ������� 

������� ��� ���� 

����� ����� ����� �� ����� ���� ������� ������ ���� �������� ������� �� ����������� �� ���� �� ������� 
���� �� ����� ��� ����� �� �� ����������� �� ����������� �� ��� ���� �������� ������ 

� ���������� �� �������� ������ 

��� ���������� 

������ ��� ����������� ������������ �������� 

e(p, ū) = min p x 
x 

· 

���� 

u (x) ≥ ū

��� ����������� ������ ���� ������ ���� ������� �� xc (p, ū)� ��� �������� ��� �������������� ������ ����� 
����� ��� ��������� ��������� e(p, ū)� �� ��� ����������� ��������� ��� ����������� Sij = ∂hi ��� ������� ∂pj 

����� ����� ���������� �� �� ���� ����� ����� ��� ���������� ������� �� ������������� 

�� �� ������� ����������� �� ������� � ���������� �� ��� ����������� ��������� 

∂e (p, ū) c�� ���������� ������ = xi � ���� �� � ����������� �� ��� �������� �������� 
∂pi 

�� ���������� e (p, ū) �� ������� �� ������� ���� ��� e (αp1 + (1 − α)p0, ū) ≥ αe (p1, ū) + (1 − α)e (p0, ū)� 
������������ ���� �� � ����������� �� ������������� 

�� ���� ��� ����� �� ��� ������ ������ 

��� ��� ������� ������������ ������ 

��� ����������� ����� ��������� Sij ���� �� ��� ������ ������� �� �� ������ ������� ������������ ��� 
����� �� ���� ��� �� ��� ���� ����������� ����� ����� ��� ���� ������������ ������� �� ������� ����� 
����������� �� ������� �������� ���� ���� ��� ������ ⎤⎡ 

S = 

⎢⎢⎢⎢⎣ 

S11 S12 . . . S1N 
���S21 S22 · · · 

��� 
� � � 

���· · · 
SN 1 SNN · · · · · · 

� 

⎥⎥⎥⎥⎦ 



� � 

��� ������� ���������� �� ��� ������� ������ ���� 

�� ��������� Sij = Sji� 

���� �������� �� � ������ ����������� �� ���������� ������ ����� Sij �� ��� ������������� ���������� �� ��� 
����������� ��������� ��� ��� ����� �� �������������� ������� ������� �� ���� �� ����� �� Sji� 

∂xi
c ∂ ∂e (p, ū) ∂2e(p, ū)

Sij = =	 = = Sji 
∂pj ∂pj ∂pi ∂pi∂pj 

�� �������� ����������������� ��� ��� ������ t ��� ��� ������ p� t�S(p)t ≤ 0� 

���� �� � ����������� �� ��������� �� ��� ����������� ��������� ����� xc(p, ū) = �pe(p, ū)� ��� ������� 
������ �� ��� ������ �� ������ ����������� �� ��� ����������� �������� ���� ������� �� ������ 

S = �2 
pe(p, ū) 

�� � �������� �� ������� ��� �������������� ��� ������ ���������� ������ �� ����������� �������� ������������� 
������� �������� ���� ������ �������� �� ������������ � ������� � ������ ����� �� ��� ��� �� ����� ������ 

���� �������� �� �������� ����� ���������� ��� ����������� �� �������� ���������������� �� ���� ��� �������� 
����� �� ��� ��������� ����������� ���� ��������� �� ����� �������� ���� � ��������� �� ��� 2 × 2 ���� ���� 
����� ���� 

•	 S11 < 0� ��������� ����������� ����� ��������� ��� ��������� �� ����� ������ �� ��� ����� �� � ���� 
���������� ��� ������������ ����� ����� �� ��������� ����������� �� ���� ����� ����� ��� ����� �� ����� 
�� ��� ������ �� ���������� ���� ������� ���� Sii < 0 ∀i� 

• 12 > 0� ��������� ������������ ������ ��� ����� ������ �� ������� ����������� ������ �� ���� S11S22 − S2 

������� ������ 

��� ����������� 

����� ��������� ���������� �� �������� ������ ������� ������������ �� ������ ������ �� ���� ���� � ������ 
�� ���������� ��� ������� ���� ������ �������� ���� ������� 

�� � �������� f(z)� ����� z �� � ������� �� ����������� �� ������ k �� f(αz) = αkf(z) ��� ��� α� 

�� �� f(z) �� ����������� �� ������ k� ���� �f �� ����������� �� ������ (k − 1)� � ∂f 
�� ������� �������� �� f(z) �� ����������� �� ������ k� ���� zj = kf(z)

∂zj 
· 

j 

�� ����� ����� �� �������� ������� ���� ���� 

e(αp, ū) = min αp x ���� u(x) ≥ ū
x 

· 

= αmin p x ���� u(x) ≥ ū
x 

· 

= αe(p, ū)� 

�




� 

�� ��� ����������� �������� �� ������ � �� ������� ������������ �� ��� ������ ��� �������� �� ����� �� 
������� ����� �� ���� �� ��� �� � ����� ������� ������ 

����� xc = �e �� ���������� ������ �� ����������� ������� ���� �������� ������� ��� ������ � �� 
������� ���� �� ���� ����� ���������� �� ��� ������ ��� ������ �� �� ��� ���� ������� �� ����� �� ���� �� ������� 
����� �� ��� �� � ����� ������� ������ ��� ��� ����� � ��� �� ��� ����� ����� ������ ����� �������� ������ ��� 
����� ��� ����� 

�� �� ����� ������� ������� �� ��� �������� ������ �������� ��� ���� i� �� ���� ���� 

� ∂xc
i 

∂pj 
· pj = 0 

j 

���� ��� 

Sij pj = 0� 
j 

� ����������� ��� ����������� 

��� ��������� 

�� ��� ��� �� � �������� �� ����� ����� ����������� ��� ������������ 

����� i ��� j ��� �������� ��������������� �� Sij < 0 

����� i ��� j ��� �������� ��������������� �� Sij > 0 

������������ i ��� j ��� ����������� �� �� �������� �� ��� ����� �� ���� j ����� �� �� ������� ���� i� � ���������� 
���� ���� j ������� i� ���� ���� ����� ���������� ��� ���� ����� ������������� ����� ����� ������� ����� 
�������� �������� ����� ��� �� ������ ������� 

��� �������� ���� 

�� ����� ��� ���� ��� ������ ���� ��� ������� ������� ������ ���� ����� ���� ���� 

∂xc 
1 ∂xc 

2 p1 + p2 = 0 
∂p2 ∂p2 

∂xc 
1 p2 ∂xc 

2 = ⇒ S12 = 
∂p2 

= −
p1 

· 
∂p2 

> 0 

���� ��� ���� ����� ��� ���� ��� ������ ���� ��� ����������� ������������ ���� ����� ����� � �� ��� ����� 
�� ���� � ���������� ��� ����������� ������ ��� ���� � ���� ���� ����� ��������� ������������ ������ ��� 
��������� ��� �� ��������� �� ����������� ������� ��� �������� ���� ��� �� ���� ��� ���� ������� �� 
������� ���� ��� ������ ��� ���� ��� �� ��� ���� ��� ���� ������� ������ ���� ��� ��������� �� x2 �� �� 
�������� x1� ���� �� ���� ����� ������������ ����� �� �� ��� �� ���� � �������� ����� �� ����������� ����� 
�� ������� �� �� �������� �� ��� ����� �� ���� 2 ���� ������� �� ���� ����������� �� ���� �� 

���� �������� ����� ���� ���� �� ���� ����� ����������� �� ��� ������ ��������� �� ��� ������ ������� ����� 
����� ����� ��� �������� ������ ����� ��� ���� j ���������� ��� �������� ������������ ����� ���� ��� ����� 
�� i ���� ��� �� ���� ����� ����� ���� ���� ��� ������ ������������ ��� ����� ��� �������� ��������� ���� ��� 
����� ����������� ��� ��� ������������ 

��� ������� ������ ������� �� ������������� �� ��� �������� ������� ��������� 

� 



� 

� � 

�

�

u(x1, x2) = min {ax1, bx2} 

���� ����� ����������� ��� �������� ��������� x1 ��� x2 ���� �� ���� ������������ x2 = a
b x1� ����� 

�������� ���� �� �� ���� ���� �� ��� ��� ��� ��� ���� �� ������ ������ ��� ��� �������� ����� �� ��� ���� 
����������� ������ ����������� ���� ��� ������ �� ���� ���� �� �� ����� �� �������� ��������������� �� �� 
��� ��� ���� � ������ 

��� ����������� ��� ����������� 

�� ����� ���� ���� ������� ��������� ���� �������� ���������� ������ ���� ��� ����� ��� ����������� �� ��� 
�������� ������ �� ����������� ��� ������� ��������� �� ��� ���� 

u(x) = F (v1(x1) + ... + vN (xN )) 

���� F ���������� ��� ��� v�� �������� ��� ����� ���� �� ������������ ���� ������ ���������� ���������� 
��� �� ���� ����� ��� �������� �������� ��� ����������� ����������� 

u(x) = (xi − γi)
αi � xi > γi 

i 

���� �� �� ��� �������� ���� ��������� ������ ���� 

F ( ) = exp( )� ��� vi(xi) = αi log (xi − γi)· ·

�� ���� ����������� ������������ �� ���� �� ��� ���� ���� ��� ����� ��� ����������� ���� ���� ���� ���� �� 

�� ������ ���� ������ ��� ��� ������� ����� ���� ���� ��� ���� ����������� ��� ������ �� ���� i �� 

F �( )vi
�(xi) = λpi·

�� 

vi
�(xi) pi 

= 
v1
� (x1) p1 

= ⇒ xi = vi
�−1 v1

� (x1) · p
p

1 

i ∀i 

�������� ������� ������� 

u(xc) = ū

⎛ ⎞ � � � �� 
c pi= ū = F ⎝v1(x1) + vi v�−1 v1

� (x1) ⎠ ⇒ i · p1 

i=1 

����� ������������ ���� ������ ������ p2� ⎡ ⎤ 

0 = F � · ⎣v1� · dxc 
1 + 

�� 

vi
� · 

� 
vi
�−1

�� 
v1
�� dxc 

1 pi 
� 

+ v2
� · 

� 
v2
�−1

�� 
v1
� · 1 ⎦ 

dp2 
· · 

dp2 
· 
p1 

· 
p1

i=1 

� 



  
1
�

 1 v
dxc v

�

⇒     
2
�

=
· v2

�−
1 p
=

· 
1 

dp2 
−

�
�� � 

v1
� + vi

�

�
· vi

�−1 

i=1 

�  
pi 

� > 0 
� · v1�� · p1�

� ������ ��� ������������ vi
� > 0� ��� ��� vi ��� ������� �� vi

� ���� ��������� vi
�−1� ��� ���������� �� 

vi
��, vi

�−1 � 
< 0 � ���� ����� ���������� �� ��������� ��������� ����� ��� ������ �� ����� � ��� � ��� 

���������� ���� ����� ��� ��� ����� ��� ��� ����� ��� ������������ 

��� ����������� 

��� ����� ������ ����� ���� ��� � ���� ����� �� ������������ ��� ����� ���� �� ������������ �� ���� �� 
����������� ���� ���� ��� ������������ �� ���� ���� ����� ���� �� �� ����� � ������ �������� ��� ����������� 

U(x, y, z) = xα (min {y, z})1−α 

�� �� ����� ���� ���� ����� ������������ y ��� z ���� �� ������������ ��� �������� ���� ������ ������� y 
��� z �� ���� ������������ �� �� �������� ���� ����� �� �� ����� ����� ���� ����� �� ����� �� x� ���� 
������� ���� pz ���� ��� ������������ ��� �������� ���� ���� �� ����� ����������� ���� ���� z ��� ������� 
x ����� z ��� x ��� ������������ ��� �������� ����������� �� z ����� �������� ����������� �� y� �� ��� 

dy���� ���� z� ���� ��� ��� �� ���� ��� ���� �� ��� y� �� �� ������ ������ dpz 
< 0� �� ��� ���� ��������������� 

���� ���� ����� y = z �� ��� �������� �� ��� �� ��� ��� �� 

min pxx + (py + pz)y 

���� 

xαy1−α ≥ ū

�� ��� ����� ���� ����� ���� 

px α y 
= 

py + pz 1 − α 
· 
x 

py + pz α 
= x = y⇒ 

px 
· 
1 − α 

· 

� �α 
py + pz α 

= y = ū⇒ 
px 

· 
1 − α 

� �α
α px 

= y = ū⇒ · 
1 − α 

· 
py + pz 

� �α−1
dy α px α px 

= uα < 0⇒ 
dpz 

= −¯
1 − α 

· 
py + pz 

· 
1 − α 

· 
(py + pz )2 

�� ����� ��� ������������ 

���� ���������� �� ��� ������� �������� �� 

�




� 

1−α 

u(x, y, z) = xα (yρ + zρ) ρ � 

y ��� z ��� ����������� �� ���� �� 

1 
< α 

1 − ρ 

��� ���������� ���� y ��� z �� � �������� ���������� �� ������������ ����� ��������� ��� ���������� �� ������������ 
1�� σ ≡ 1−ρ � 

��������� ������ ����� �� ������� �������� ���������������� 

��� h(p, u) �� ��� �������� ������ ������� ����� p �� ��� ����� ������� ��� ����������� �������� �� 

e(p, u) = pihi = p h(p, u)· 

����� ��� ���� �������� ���� ��� ��� �������� ��� ������� ������������ ������ �� ������ �� 

⎤⎡ 

S = Dph(p, u) = 

⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 

∂h1 ∂h1 ∂h1 
∂p1 ∂p2 

. . . ∂pN 

∂h2 ∂h2 
���∂p1 ∂p2 

· · · 
��� 

� � � 
��� 

∂hN 

· · · 
∂hN 

∂p1 ∂pN
· · · · · · 

⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 

����� Dp ������� � ������ ����������� �� ���� �� ����� ���� S �� �������� ������������� 

��� ��� ������ t� t�St ≤ 0 

�� ����� ����� �� ���� ���� ����� ��� ��������� ������ 

����� ������������ ��� �� �������� 

��� ��� ���� �� ����� ������� p� ��� p ��� ��� ������� ����� u� (p� − p) (h(p�, u) − h(p, u)) ≤ 0· 

������ 

���� ���� 

(p� − p) (h(p�, u) − h(p, u)) = p� · h(p�, u) − p� · h(p, u) + p h(p, u) − p h(p�, u)· · · 

= [e(p�, u) − p� · h(p, u)] − [e(p, u) − p h(p�, u)]· 

����� h(p, u) ������ ������� u� �� ���� �� ���� ��������� ���� e(p�, u) �� ������ p�� �� ��� ���� ���� �� ��������� 
��� ���� �������� ����� ��� ��� ������ ����� �� ��� ����� �������� �� �������� ��� �� ���� ��� ������ 

���� �� ��� ���� �� �� ������� �������� ���������������� �� ��� ������� ������� 

����� �� �������� ����������������� 

�������� ��������� ����� ������� p� ��� p� ����� 

� 



�

v = p� − p


p(t) = p + t v = p + tp� − tp
· 

����� t �� � ������� ��� ����� ��� ��������� �������� �� t� 

g(t) = v (h(p(t)) − h(p))· 

���� ���� ���������� ���������� �� u ��� ������� h(p, u) = h(p)� ��� ��������� ����� ��� ��� u� ���� ���� 

g�(t) = v�Dph(p(t)) (p� − p)· 

= v�S(p(t))v 

���� ���� ���� ���� ���������� �� ������ ������������ ���� �������� ���� ������� ������ �� 

p(0) = p + 0 v = p· 

�� 

g(0) = (p� − p) (h(p) − h(p)) = 0 · 

����� ���� ���� ��� t = 0� 

1 
v = p� − p = (tp� − tp)

t 

1 
= (p(t) − p)

t 

�� �� ��� ����� 

1 
g(t) = (p(t) − p) (h(p(t)) − h(p))

t 
· 

�� ��� ����������� ��� �� ������� �� ��������� ���� ���� g(t) ≤ 0 ��� ��� t > 0� ����� g(0) = 0 ��� 
g(t) ≤ 0 ��� t > 0� �� ���� ���� g�(0) ≤ 0� �� g�(0) ��� ��������� ���� ��� ����� ������ t �� ����� ���� g(t) 
��������� ����� �� ���� ����� ����� ��� ����� ��� ���������� ������ �� ���� ���� 

g�(0) = v�S(p(0))v 

= v�S(p)v ≤ 0 

����� p ��� p� ���� ���������� �� ��� ���� p� �� ���� v �������� ������ �� ����� �� ����� ������ ���� ��� 
��� v 

v�S(p)v ≤ 0 

����� ����� ���� ��� ������� ������ S �� �������� ������������� 

� 
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