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yi = α + βxi + �i 

��� �� ���� ����������� z1...zK � ����� ��� �������� ��������� ��� ���������� ����� ���������� ���� �� ��� 
��������� �� ������� ������� ����� ��� z�� ��� ���� �������� y �� ��� ������ ��� x �� ��� ������ ������� 
���� nk ������������ ���� zik = 1� �� �� ��� �� �������� ���� �� ���� ����� ���� ���� ��� �� �� ������������� 
���������� �� ��� �� ����� �� y ��� x� ����� ��� ������ ��� ������������ ���� �������� z�� �������� ��� 

�� ���� �� ��� ����� ����������� �� ��� ����� ������ ��� ���� ���������� 

�� ������� xi �� ��� z�� ��� ��� ��� ����� ������� x̂i


�� ������� yi �� x̂i


��� ���� ����� �� 

xi = zi
�π + ui 

����� zi �� ��� � ������ ��������� ��� �� ��� z��� ����� ��� ������������ ��� �������� ��� ���� ����� ��������� 
������ ���� �� 

zi = 

���� ��� ��� ����������� �� ����� k� �� ���� ���� � � �� ��� k��� �������� ��� ����� ���������� ����� ���� ��� 
������ zizi

� �� 

� 

−1 � 

π̂ = zizi
� zixi 

i i 

�� �� ����� �������� ����� ���� ���� ������ ��� �� ���� ���� zi ����� ���� ⎤⎡ ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 

0 
��� 
1 
��� 
0 

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 



� 

� � 
�−1 

zizi
� = 

⎢
i 

⎢⎢⎢⎢⎢

� 

� 

⎤⎡⎤⎡ 0 00 · · · 
� � � 

� � � 
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 

���

1 
���


��� 1 
��� 

� � � 
� � �


· [0, . . . , 1, . . . , 0] = 1×K 

0 
K×1 0 · · · 0 

K×K 

��� ����������� �� ����� k� ���� K × K ������ ��� � � �� ��� k��� �������� �� ��� ��������� ��� �� ��� ����� 
���������� ����� ��� ��� ���� ��� ������������ �� 

⎤⎡ 
n1 0· · · 
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0 · · · nK 
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⎡ ⎤ ⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 
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⎤⎡ ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 
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��� 
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��� 
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zixi = 

��� �� ���������� �� ����� k� ������� ����� ��� 

⎤⎡ ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 
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0 1 · · · nK K×K xi 

i∈K K×1 

= 

⎤⎡ ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 

x̄1 
��� 
x̄k 
��� 

x̄K 
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K×1 

��� ��� ���� ����� ����� ������ ��� 

x̂i = zi
�π̂

⎤⎡ 

= [0, . . . , 1, . . . , 0] · 
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x̄K 
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= x̄k 

�� ��� ���������� ����� ������ ��� ����� ������ �� ��� ����� ��� ����� ������ ���� ���� ����� 

⎤⎡ 
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�� ���� n1 ������ �� x̄1� �������� �� n2 ������ �� x̄2� ���� 

����� �� ���� �� ��� ��� ������ ����� �� ���������� yi �� x̂i� ������ ����� ����� �� ������ ���� ��� ��������� 
������ �������� �� ����� ������� 

Cov (yi, x̂i) = Cov (ŷi + ỹi, x̂i) = Cov (ŷi, x̂i) 

����� ŷ ��� ỹ ��� ����� ������ ��� ��������� ���� � ���������� �� y �� ��� z��� ���������� �� ��� ������ 
������ �� ��� ��� ��� ŷ�� �� ��� ��������� ���� ������� �� ��� y�� ��� �� ������� ���� � ���������� ��� ������ 
����� ��� ���������� �� ��������� 
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ȳk = α + βx̄k + �i� 

����� ����� ��� nk ������ �� ���� (ȳk, x̄k) ���� �� ��� ����� ���� �� � ���������� �� ����� ����� �� ����� 
������ ���� nk ������ �� ���� ����� ���������� 

α̂2SLS 
� 

2 
ˆ = argmin (ȳk − α − βx̄k)β2SLS α,β 

i 

α̂2SLS 
� 

2 
= ˆ = argmin nk (ȳk − α − βx̄k)⇒ 

β2SLS α,β 
k 

���� �� � �������� ����� ������� ����� ���������� ����� ��� ������������ ���� ������� ����� �� ����� ������ 

���� ���� ��� ����� ����������� �� ������� �� ����������� ����� ������� ����� �� ��� �������� 

ȳk = α + βx̄k + �k 

����� �� ��� ���� � ����������� ��� ������ �� ��� �������� ��������� ����� ��� 

yi = α + βxi + �i� V ar (�i) = σ2� 

���� �� ��� ������� �������� 

�k = �̄ ��� i �� ����� k� 

�� 

σ2 

V ar (�k) = 
nk 

�� ��������� ���� ������������������ �� ��� ������� ��������� ��� ��� ������� ����� �� �� �� �� ������ ���� 
����������� �� ��� ������� �� ��� ��������� ����� ����� ����� 

��� �� ��������� ���� ����� ������ �� ���� ����� ������� �� ����������� �� ���������� �� ��� ���������� �� 
��� ���������� ��������� ���� ��� �������� ���� ���� ������� ���� �� �� ��� �� ������ ���� ��������� 
��������� ������ ������ �� �������������� ��� ��������� ��� ���� ��� ������������ ���������� ���� �� �� 
��� �� ������ ���� ��� ������������ ��������� �� ������������ ��� ��� ���� ��� ��������� �� ����� ������ 
������� 

�������� ��� ���� ����� ��� ��������� ��� �������� �� 

T̂ = 
� n

σ̂
k 
2 
· 
� 
ȳk − α̂− β̂x̄k 

�2 

k 

���� ��������� ������� �� �� ����������������� ���� �� ��� �������� �� ��� ������������ ����� ��� ���� ���������� 
���� ��� �� ��� ����������� ��� ������ �� ���� ���� � χ2 ������������� ��� ��� �� �� ������ ���� �������� K−1 
�� ���� ���� ����������� ���� ���������� ����������� �� �� �� ������ ���� ��� �������� �������� ����� ���� 
��� χ2 ������������� �� ���� ������ ��� ���������� ���� ��� �� ��� ����������� ��� ������ ������ �� ���� ��� 
���� ����� ���� ��� �������� 
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����� ������ �� ��� ������ ��������� ����������� ���������� 

yi = α + βxi + �i 

�� � ����� �� � �������� ����������� �� �� ���� � ������ ���������� zi� ��� ���������� ������������ ���� 
Cov(zi, �i) = 0 �� ��� ��������� �������� �� �� ���� ���� ������������ �� ��� ������� ���� ��� �� ��� ��� 
������� ������������ ��������� ������� ����� ��� ����� ������ β̂� ��� �������� ��� ��������� �̂i� �� ����� 
������ ��������� ����� �� ��� ���� β ��� ��� ��������� ������������ ��� ������ ���� ����������� ��� �̂�� ������ 
��� ������� ���� ����������� ���� ��� z��� �� ����� ����� ����� ����� ����� ������� ��� ���������� 

�̂i = zi
�δ + ηi 

�� ���� �� ���� H0 : δ = 0� ��� ��� ��������� �� δ ���� �� 

� �−1 � � � � 
δ̂ = ziz

�
i zi�̂i 

i i 

�� ������� ����� �� ���� ������� �� ���� �� ��� ��� ������������� ����� �������� �� 
√
N � 

� �−1 � � 
√
Nδ̂ = 

N 
1 � 

zizi
� √1 

N 

� 
zi�̂i 

i i 

��� ��� �� ����� ������� ��� ��� ���������� ������� ������� ���� �� ���� 

1 � −1 

N
zizi

� −→ E [zizi
�]
−1 

i 

�� ���� �� ��� ���� ���������� �� ����� � ��� z ��� ������������� ��� ����� �� ��� ������� ���� ����� �� ��� 
������� �̂ ���� �� ��� ��� ���� ����� �� ���� 

1 � � � 
√
N

zi�i −→ N (0, V ar (zi�i)) = N 0, σ2E [ziz�]i
i 

��������� ���� ���� ��� ���� ���� ������ 

√
Nδ̂ −→ N 

� 
0, σ2E [zizi

�]
−1 
� 

����� �� ��� ���� ��� ������������ �� δ̂ ����� H0� �� ��� ���� � ���� ���������� ��� ����� ��� �� �� ���� 
���� � ������ �� �� ��������� ��� ��������� ���� 

ˆ �T = 
�√

Nδ̂� 
� 
V ar 

�√
Nδ̂
�−1 �√

Nδ̂
� 

����� H0� ���� �� � ��������� ���� �� � ����������� ������ ������ ������� �� �� ���� ���� � χ2 ������������� 
������� �� ���� ������ �� ���� 
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⎡ � �−1 

⎤−1 � �−1 � � � � 1 � � � 
T̂ = N z��̂i ziz

� ⎣σ̂2 ziz
� ⎦ ziz

� zi�̂i· i i · 
N i · i 

i i i i i 

� �� �−1 � � 

zi
��̂i zizi

� zi�̂i 

= T̂ = i i i ⇒ 
σ̂2 

���� �� �� ��������� ����������������� ���� ��� ��� �������� �� ��� ������������ �� ���� ���� � χ2 ������������ 
���� ������� �� ������� ����� �� ��� ������ �� ����������������� �K − 1�� �� ��� ����� ���������� ���� 
������ ��� ���� ������������� �� ��� ������ ��� �� ���� �� ���� ���� T̂ ���� ����� ��� �� �� ��� ��������� 
������� ��� ������� ���� ���� �� ���� ��������� �� ���� ������ �� ���� ������ H0� ��� �� ���� ��������� �������� 
���� �� ���� �� ����� ��� ������� ����������� �� ����� ���� ����� ��� �� �� ������� ������� ������������ 
����� ��� ���� ����� �������� �� ����������������� �������� ��� ������� ���� ���� ���� �� ��� ���� ������ 
�������� �� ��� ������� ��� ��������� ��� ����������� ��� ������ ������� �� ���������� �� � ����������� ������ 
����� �� ���������� ��� ��������� �� ��� ������������ ��� ��� ���� ��� ���� ���� ������� ��� �� ����� �� �� 
������ ���� ���� ���� ��� ���������� ������ ���� ���������� ��������� ���� ���������� �� ������� 

� �������� ���� 

�� �� ����� ����� ������� ��� ���� �� �������� ���� � ������ ���� ���������� ������� �� ��� ��� ������� ����� 
��� ��� ��� ������� ��� �� ���� �� �������� ��� �������� 

log h∗ 
i = α + δ log wi 

∗ + ηi 

�� �� ��� ���� �� ���� ����� ��� ����� h∗ 
i ��� wi 

∗ �� ����� �� ���� �� ������������ �������� δ� �� ����� 
������ Cov(log wi 

∗, ηi) = 0� 

�������� ���� ������ �� ��� ������ �� �������� ������ ����� �� �� ���� �� ������� w� �� �� ��� ������� 
�������� �� ����� ��� ��������� �� ����� ������������ ������� ��� ���� wi 

∗ : 

yi 
∗ 

wi 
∗ = 

h∗ 
i 

������������ ����� ��� �������� ���� �������������� ����� vi� ����� �� ��� ������ �� ����������� �� ������ 
����� ���� �� ��� ������ �� �������� 

hi = hi 
∗ vi� yi 

∗ · 

�� �������� ����� ��� 

yi 
∗ yi 

∗ 

wi = = 
hi vih∗ 

i 

= ⇒ log wi = log w∗ − log vii 

������� �� ������� �������� ����� �� �������� ����� ����� ���� ���� �� ������ 

plimδ̂ = 
Cov (log hi, log wi) 

V ar (log wi) 

� 



Cov (log hi
∗ + vi, log wi

∗ 
 − log vi) 

= 
V ar (log w  

i
∗
 − log vi) 

Cov (α + δ log wi
∗ + ηi + log vi, log w∗ 

i − log vi) 
= 

       V ar (logwi − log vi)∗

) + V ar (log vi) 
− 

��� ���� ���� ����� ��� ����� ����������� ���� ������ � δ �� ���������� �� � �������� ������ ���� ���� ���� �� 
��� ����������� ����� �� w ���� ���� ��� �������� ������� ����� �������� �� ���� ���� � ������ ���� ���� 
�� ������������� ��������� ���� ���� ����� ���� ��� ����������� ������� ��� ����������� ����� �� ��� ���� 
���� ���� ��� ��� ����������� ����� �� ��� ����������� �� ��� ����� ���� ���� �������� �� ��������� ���� � 
�������� δ� ���� ����� ����������� ���� ����� ��� ��� ���� ������� ��� ���� �� ��� ���������� 

∗)iV ar (log w V ar (log vi) 
= δ 

V ar (log w∗ V ar (log w∗) + V ar (log vi)i i 
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